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Resumo

A ideia desse trabalho é empregar um novo parametro para andlise de séries tem-
porais regulares, cadticas e estocasticas dentro do contexto das chamadas curvas de
complexidade-entropia. Esse novo parametro estd associado as diferentes escalas tem-
porais de uma série e produz uma familia de curvas que pode ser 1til no estudo e carac-
terizagao de séries temporais. Introduzimos o uso desse novo parametro para as curvas
complexidade-entropia no contexto das entropias monoparamétricas de Tsallis e de Rényi,
as quais fazem o papel de realgar as diferentes caracteristicas entrépicas das séries tempo-
rais. De maneira mais especifica, esse trabalho apresenta uma generalizacao da abordagem
de curvas de complexidade-entropia, introduzindo um novo parametro, o chamado em-
bedding delay, o qual permite investigar séries temporais em diferentes escalas de tempo.
[lustramos o uso dessa nova técnica em séries temporais do ruido harmoénico, mapas
cadticos e sinais peridédicos ruidosos. Nessa tultima aplicagao, observamos que quando o
embedding delay coincide com o periodo do sinal, as curvas complexidade-entropia colap-
sam numa pequena area, indicando que nossa generalizacao pode ser 1til para encontrar

comportamentos periddicos em sinais ruidosos.

Palavras-chave: séries temporais, medidas de complexidade, entropia de permuta-

¢ao, curvas complexidade-entropia, sistemas complexos.



Abstract

In this work, we employ a new parameter to analyze regular, chaotic and stochastic
time series within the context of the so-called complexity-entropy curves. This new pa-
rameter is associated with different time scales and produces a family of curves that can
be useful in the study and characterization of time series. We introduce the use of this
new parameter for the complexity-entropy curves in the context of the single-parametric
entropies of Tsallis and Rényi, which play the role of highlighting the different entropic
characteristic of the time series. More specifically, this work generalizes the complexity-
entropy curve approach, introducing a new parameter called embedding delay, which
allows investigating time series at different time scales. We illustrate the use of this new
technique in time series such as harmonic noise, chaotic maps and periodic noisy signals.
In this latter application, we observe that when the embedding delay parameter coincides
with the signal period, the complexity-entropy curves collapse into a small area, indicating

that our generalization may be useful for finding periodic behaviors in noisy signals.

Keywords: time series, complexity measures, permutation entropy, complexity-entropy

causality plane, complex systems.



Introducao

Uma das tarefas mais comuns ao lidarmos com sistemas complexos é a busca por pa-
droes ou regularidades em séries temporais. Embora comum, nao se trata de uma tarefa
trivial e, nesse contexto, a entropia [1] desempenha um papel importante para mensurar a
quantidade de informagoes que podemos extrair dessas séries. Entretanto, a entropia por
si s6 nao ¢ uma medida que quantifica o grau de estrutura ou os padroes presentes em um
processo. Um exemplo cabal dessa situagao ocorre ao analisar a entropia termodinamica
de um gas ideal e de um cristal. No primeiro caso a entropia é grande e no segundo
é pequena; porém, do ponto de vista da ideia mais intuitiva de complexidade, os dois
sistemas podem ser considerados pouco complexos, ou seja, ambos podem ser descritos
por leis relativamente simples da Fisica. Por conta disso, medidas de complexidade es-
tatistica sdo necessarias para permitir uma quantificagdo do grau de estruturas presente
no sistema. Essa propriedade nao pode ser obtida apenas por medidas de aleatoriedade
(como a entropia) e, por isso, é comum empregar os conceitos de complexidade e entropia
simultaneamente |2, 3].

Intuitivamente, a complexidade de um sistema pode ser pensada como uma medida
de sua ordem interna. Essa medida deve estar intimamente ligada a nocao de informagao
e de seu principal quantificador, a saber, a entropia de informacao. Exemplos de sistemas
como o gas ideal e um cristal demonstram que medidas de aleatoriedade nao quantificam o
grau de estrutura presente em um determinado processo ou sistema e a complexidade para
esses dois sistemas deve ser pequena. Dessa maneira, medidas de complexidade, e mais
especificamente, de complexidade estatistica, devem ser capazes de quantificar a estrutura
de sistemas de uma forma mais abrangente. Um quantificador de complexidade, portanto,
deve se situar em algum ponto entre os dois extremos de alta e baixa complexidade, além
de preservar a nocao intuitiva de complexidade discutida anteriormente.

O conceito de complexidade, no entanto, nao é tnico. A diversidade na origem das
séries temporais exige uma gama de defini¢oes diferentes para a ideia de complexidade.
Como consequéncia, algumas dessas defini¢des nao se aplicam a todo tipo de séries tem-
porais. Além disso, grande parte das medidas de complexidade dependem de algoritmos
especificos e parametros sensiveis a ajustes, dificultando a reprodutibilidade dos resulta-
dos. Nesse contexto, a abordagem de Bandt e Pompe (também chamada de entropia de

permutacao) [4] é uma medida de complexidade computacionalmente simples e robusta.



Esse método se baseia na comparacao de valores vizinhos e pode ser facilmente aplicada
a qualquer série temporal.

A fim de empregar os conceitos de complexidade e entropia simultaneamente, usaremos
as chamadas curvas de complexidade-entropia. Os valores de complexidade e entropia sao
avaliados por meio da distribuicao de probabilidade do sistema, ao passo que essas curvas
sao geradas em um plano no qual o eixo vertical corresponde aos valores de complexidade
e o eixo horizontal corresponde aos valores de entropia. Mais especificamente, os valores
da entropia no plano complexidade-entropia sao calculados no contexto da abordagem de
Bandt e Pompe, e o usual é utilizar essa abordagem avaliada pela entropia de Shannon
tradicional. Porém, nesse trabalho utilizamos a substituicao dessa entropia por suas
generalizagoes: entropia g de Tsallis [5] e entropia a de Rényi [6]. As curvas nos planos de
complexidade-entropia para essas quantidades sdo geradas variando os parametros q e «,
respectivamente. Além disso, por dependerem de um parametro, essas medidas capturam
melhor a forma entropica da dindmica do sistema. Isto é, esses parametros sdo capazes
de acessar diferentes valores de entropia a fim de realgar diferentes escalas da entropia
do sistema. Assim, com relacdo ao plano complexidade-entropia, essas generalizacoes
mostraram-se muito uteis [7,8] para classificar e caracterizar diferentes séries temporais,
superando em performance o plano complexidade-entropia usual [9].

No contexto das curvas de complexidade-entropia, a principal proposta do presente
trabalho ¢é generalizar a analise dessas curvas introduzindo o parametro embedding delay,
que é capaz de acessar diferentes escalas da dindmica temporal de um sistema. Dessa
maneira, além dos parametros entropicos que nos permitem acessar simultaneamente di-
ferentes escalas probabilisticas, as curvas de complexidade-entropia terdo um parametro
adicional que ird acessar diferentes escalas temporais.

No que se segue desse trabalho, utilizamos o primeiro capitulo para introduzir o
conceito da entropia de informacao por meio da entropia de Shannon, discutindo suas
principais generalizagoes monoparamétricas e apresentando a abordagem de Bandt e
Pompe para o cdlculo da entropia de permutagao. Ja no segundo capitulo, nos dedi-
camos a mostrar o funcionamento das medidas de complexidade estatistica nos planos de
complexidade-entropia, bem como a generalizagao desse plano com respeito as entropias
monoparamétricas. No terceiro e ultimo capitulo, estudamos o efeito da variacao do pa-
rametro embedding delay nas curvas g-complexidade-entropia e a-complexidade-entropia.

Por fim, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas.



Capitulo 1

Entropia de Shannon e suas

generalizacoes

1.1 Algumas formas de entropia

Um poderoso conceito da teoria da informagao é a chamada entropia de Shannon [1].
Essa medida é util porque quantifica a informacao de um sistema. De forma geral, pode-se
extrair a quantidade de informacao contida em um conjunto de dados por meio da sua
distribuicao de probabilidade. A distribuicao, por sua vez, ¢ moldada a partir dos dados do
sistema e a entropia utiliza essa distribuicao para quantificar a informacao que o sistema
possui. Nesse sentido, a entropia nao é determinada somente pelo nimero de diferentes
estados do sistema, mas também pela imprevisibilidade na ocorréncia desses estados. A
entropia de Shannon associada a uma distribui¢do de probabilidade P = {p1, pa, ..., pn} é

definida como [1]
- 1
S(P) =2 pilogy -, (1.1)
i=1 i

na qual n é o nimero de estados acessiveis ao sistema. Essa medida pode ser pensada
como o valor esperado para a informacao do sistema. Caso a entropia S seja nula, temos
completa certeza sobre futuros estados do sistema. Nesse caso, nosso conhecimento sobre
o processo que descreve a distribuicdo de probabilidade é maximo. Por outro lado, caso a
distribuicao associada ao sistema seja uma distribuicdo uniforme U, nosso conhecimento
¢ minimo sobre a informagao nele contida. Assim, se S(U) indica o valor maximo da

entropia, a entropia de Shannon normalizada pode ser definida como
H(P)=—+—. (1.2)

A titulo de exemplo, a entropia de Shannon no caso de um sistema de dois estados
(Ae B) é
S = —(plogy p + qlog, q), (1.3)



sendo p a probabilidade de ocorrer o estado A e ¢ a probabilidade de ocorrer B. Vale
notar que p+ ¢ = 1 por conta da normalizacdo. A figura 1.1 mostra o comportamento da
entropia em func¢ao de p. Observamos que a entropia é nula se p =0 ou p =1 (¢ = 0),
o que corresponde aos casos em que apenas um dos estados do sistema ocorre. Por outro
lado, a entropia é maxima quando p = ¢ = 1/2, o que corresponde ao caso em que A e B

sao equiprovaveis.
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Figura 1.1: Entropia de Shannon para a distribuicdo P = {p,1 — p} em funcao de p.

Embora amplamente difundida, a entropia de Shannon nao ¢ a inica medida disponivel
para quantificar a informagcao contida na dindmica dos sistemas. De fato, a definicao de
entropia de Shannon pode ser generalizada a fim de fornecer informacgoes adicionais sobre
a dinamica dos sistemas levando em conta, por exemplo, diferentes escalas probabilisticas
que ponderem de modo diferente os valores da distribuicao de probabilidade do sistema.

Medidas de entropia que podem fornecer essa propriedade usualmente assumem formas
que dependem de poténcias das probabilidades, isto é, p]. Notamos que essa forma é mais
sensivel a eventos mais frequentes se 7 > 1 e mais sensivel a eventos raros quando v < 1.
Duas entropias monoparamétricas que apresentam essa caracteristica sao a entropia de
Tsallis [5] e a de Rényi [6].



A entropia de Tsallis (ou entropia ¢) é definida como [5]

Se(P) = — sz‘ Ing p;, (1.4)
i=1
sendo ¢ um parametro real e
In(x) sex>0eqg=1
xl_q — 1 x
In,(z) = - ou / t79dt sex>0eq#1, (1.5)
Indefinido sex <0

uma generalizacao da funcao logaritmica. Vale observar que S; recupera a entropia de

Shannon. Além disso, podemos escrever a entropia ¢ normalizada como

_ 5(P)
o(P) = 5,0

(1.6)

na qual Sy(U) = In,(n) é o valor maximo para a entropia de Tsallis, que ocorre quando
pi = 1/n.
Ja a entropia de Rényi (ou entropia a)) pode ser escrita como [6]

1
11—«

So(P) = lnipia, (1.7)

sendo o > 0 um parametro real. No limite em que o — 1, a entropia de Rényi também
recupera a entropia de Shannon. Além disso, a entropia normalizada de Rényi pode ser

escrita como

Sa(P)
Sa(U)’

na qual S,(U) = In(n) é o valor maximo para essa entropia, que também ocorre quando

Ha(P) =

(1.8)
os estados do sistema sao equiprovaveis.

1.2 Entropia de permutacao: abordagem de Bandt e

Pompe

Baseado na entropia de Shannon, a entropia de permutacao [4] é um método de carac-
terizagao de séries temporais. Trata-se de uma abordagem que pode ser aplicada a séries
temporais arbitrarias e que é bastante robusta com relacao a presenca de ruidos, além de
nao depender do ajuste de parametros.

A entropia de permutacao é, de fato, facilmente obtida para qualquer tipo de série tem-



poral, sendo uma medida computacionalmente rapida e de simples interpretacdo. Além
disso, devido a sua capacidade de distinguir entre séries temporais regulares, cadticas e
aleatérias, esse método é amplamente difundido entre a comunidade cientifica [9-11].

Para uma série temporal de n elementos

{$1,$27 ceey In} = {xt}t:1,2,...,m (1-9)

o método de Bandt e Pompe ou entropia de permutacao quantifica o grau de incerteza na
ocorréncia dos padroes ordinais de valores consecutivos. Em outras palavras, essa medida
nos fornece a dinamica de ordenamento de parcelas consecutivas de elementos da série.
Esse conjunto de valores consecutivos podem ser pensados como partigoes de tamanho
d > 1, a chamada embedding dimension. O nimero de particbes que pode ser construido

¢ n— (d — 1)T e cada parti¢gdo pode ser representada por

(§> = {x87(d71)T7 Ts—(d—2)7s ++y Ls—1, $S}7 (110)

com s = d,d+ 1,...,n. Nessa relagdo, 7 é o chamado embedding delay, o qual permite
selecionar elementos espagados em 7 unidades de tempo. Inicialmente iremos usar 7 = 1;
porém, veremos que a variacao desse parametro pode realcar a dindmica do sistema em
diferentes escalas temporais.

Vamos ilustrar essa técnica por meio de um exemplo concreto. Consideremos uma

série com n = 8 termos, isto é,

x = {5,8,10,11,7,12,4,3}. (1.11)

Por simplicidade, vamos escolher d = 2, de modo que podemos representar essas

n —d -+ 1 =7 parti¢coes por meio dos seguintes vetores:

(2) = (5,8),

(3) = (8,10),
(4) = (10, 11),
(5) = (11,7),
(6) = (7,12),
(7) = (12,4),
(8) = (4,3).

Uma vez que d = 2, existem d! = 2 grupos de permutagoes ou possiveis maneiras

para ordenar os elementos em cada partigao (§). A primeira permutacdo indica o caso



em que o primeiro elemento é menor do que o segundo e é representada por “01”7. A
segunda permutacao ocorre quando o segundo elemento é menor do que o primeiro e é
representada por “10”. O quadro a seguir mostra a classificacdo das 7 partigdes anteriores

de acordo com o tipo de permutacao.

permutacao “01” | permutacao “10”
(2) = (5,8) (5) = (11,7)

(3) = (8,10) (7) = (12,4)

(4) = (10,11) (8) = (4,3)

(6) = (7,12)

Nesse exemplo, existem quatro pares do tipo “017 e trés pares do tipo “10”. Dessa
forma, temos a probabilidade de encontrar vetores do tipo “01” dada por p(“01”) =4/7 e

do tipo “10” dada por p(“10”) = 3/7. Assim, escrevemos a entropia de permutagao como

44\ 3. (3
5= —t1og, <7> - Zlog, <7> ~ 0,985, (1.12)

Nesse exemplo, a base do logaritmo é 2, de modo que a entropia é medida em bits. Da
mesma maneira, quando temos particoes de tamanho d = 3, os n — d + 1 = 6 vetores sdao

dados por:

Em relacdo a ordem dos elementos, teremos d! = 6 possibilidades. Os elementos
dos vetores (3) e (4) estdo na ordem crescente e, portanto, séo representados por “012”.
Respeitando a ordem de cada componente, os vetores (5) e (7) sdo representados por
“201”, o vetor (8) por “210” e o vetor (6) por “102”. Note que nesse exemplo os padroes

ordinais “021” e “120” nao ocorrem. Desse modo, as probabilidades ficam

p(£012") = p(“2017) = 2/6,
p(£1027) = p(*210”) = 1/6,

conduzindo a entropia de permutagao

S=-2 (2) log, (2) -2 (é) log, (é) ~ 1,918. (1.13)

9



De maneira geral, o procedimento anterior para encontrar as probabilidades de cada

padrao ordinal pode ser expresso por

#(sls < (n — (d = 1)7); () do tipo m))
n—(d—1)Tt ’

p(m;) = (1.14)

com # representando o nimero de ocorréncias da permutagao m;. Usando essa notacao,
a entropia de permutacao pode ser escrita como
d!
S[P] = = _p(m)logy p(m), (1.15)

i=1

com P = {p(m;)}iz12. a € d! sendo o nimero de permutagoes acessiveis para a embedding
dimension d.

Para o caso em que todas as permutacoes sao igualmente provaveis, ou seja,

p(m;) = a (1.16)

a entropia de permutacao tera seu valor maximo, isto é,

Smax = S[1/d!] = log, d!.
Assim, podemos definir a entropia de permutacao normalizada como

_ S[P]
~ log, d!’

HI[P] (1.17)
a qual estd limitada no intervalo 0 < H[P] < 1, com H[P] = 0 para uma série que apre-
senta apenas uma permutagao e H[P] = 1 para uma série na qual todas as permutagoes
sa0 equiprovaveis.

Para ilustrar a aplicacdo, Bandt e Pompe [4] estudaram a série temporal das amplitu-
des do sinal sonoro obtido a partir da pronuncia da frase “entropia de permutacdao mede
complexidade” (em inglés), a fim de encontrar os segmentos contendo voz ativa. Essa série
¢ mostrada na figura 1.2(a). Eles também utilizaram uma medida chamada zero-crossing
rate (ZCR) [12] para comparar com a entropia H. Esse método mede a taxa com que a
amplitude do sinal muda de positivo para negativo dentro de um intervalo de tempo, isto

é, a taxa local com que a amplitude do sinal passa pelo valor zero.

10
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Figura 1.2: (a) Série temporal das amplitudes sonoras para a prontincia da frase “entropia
de permutagao mede complexidade” (em inglés). A transcri¢ao fonética da fala se encontra
acima da série. A taxa de amostragem é de 11 kHz e a unidade da amplitude é arbitraria.
(b) Entropia de permutagao normalizada H[P] para d = 2,3 e 4 (de cima para baixo).
(c) Valor da medida zero-crossing rate (ZCR). Ambas quantidades calculadas se situam
dentro de uma janela de tempo mével com tamanho igual a 46 milissegundos. Figura
extraida da referéncia [13].

Muito usada para detectar segmentos sonoros de curta duragao, a ZCR assume que a
energia esta concentrada em baixas frequéncias para a voz ativa, acarretando em poucas
oscilagoes por unidade de tempo e, consequentemente, uma contagem baixa de passagens
pelo zero [12]. Dessa forma, é esperado um valor baixo para a ZCR quando a voz ativa
estiver presente e um valor alto caso contrario. Na figura 1.2(a), é possivel observar que
o sinal comeca e termina com ruido e, portanto, os valores para a entropia H sdao bem
préximos a um, como visto pela figura 1.2(b). O mesmo ocorre para os chamados unvoiced
sounds, sons consonanticos (de baixa intensidade) e para as pausas durante a fala. Por
outro lado, é possivel notar um decréscimo no valor da entropia nos segmentos que contém
voz ativa. A figura 1.2(b) indica que as as duas técnicas se comportam similarmente, mas
é possivel notar que a entropia de permutacao identifica melhor presenca de voz ativa.
Podemos observar, por exemplo, que mesmo onde ha siléncio (entre 0 a 0,3 segundos ou
a partir de 3,6 segundos) um valor baixo da medida ZCR corresponde & presenga de voz.
Ja a entropia de permutacao proxima de 1 indica siléncio, sendo claramente uma melhor

medida nesse caso.

11



Capitulo 2

Medidas de Complexidade

2.1 A complexidade estatistica

Quantificadores de complexidade podem fornecer importante intui¢cdo sobre o carater
estrutural de um dado sistema. Em seu artigo [4], Bandt e Pompe mencionam estudos
em que medidas de complexidade aplicadas a dados obtidos do coracao e do cérebro sao
capazes de distinguir entre individuos saudéaveis e doentes e até prever ataques cardiacos
ou ataques epilépticos.

Para criar uma medida de complexidade que seja condizente com o que foi discutido
na introducao, isto é, quantificar o grau de estrutura do sistema e ao mesmo tempo
considerar ambos os extremos de entropia no caso do gas ideal e um cristal, Lopez-Ruiz et
al. [2] definem uma medida chamada “desequilibrio”, D, que pode ser entendida como uma
medida da distancia entre a distribuicao equiprovavel e a distribuicao de probabilidade
dos estados acessiveis ao sistema. A ideia é que essa medida de “desequilibrio” leve em
conta a existéncia de uma hierarquia das probabilidades existentes no sistema. Caso haja
estados privilegiados ou mais provaveis dentre os acessiveis, D serd diferente de zero.

No exemplo de um cristal perfeito, os atomos estao completamente ordenados e, devido
a sua simetria, a distribuicdo de probabilidade dos estados acessiveis esta centrada em
torno de um tnico estado. Para essa hierarquia, o “desequilibrio” tem um valor maximo.
Por outro lado, para um gas ideal, o sistema tem a mesma probabilidade de ser encontrado
em qualquer um dos estados acessiveis e, portanto, obtemos um desequilibrio minimo, pois
hé a auséncia de uma hierarquia.

A figura 2.1 ilustra o fato de que as medidas de entropia e desequilibrio nao sdo capazes,
por si s0, de quantificar a complexidade do sistema. A solucao para esse problema,
proposta por Lépez-Ruiz et al., foi considerar o produto entre as medidas de entropia
H e o desequilibrio D. Dessa forma, essa nova quantidade apresenta as caracteristicas
requeridas anteriormente, ou seja, tender a zero tanto para o cristal quanto para o gas

ideal e ser diferente de zero para outros sistemas mais complexos.
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Aliada as ideias de Bandt e Pompe, a proposta de Lépez-Ruiz et al. permite obter
uma medida de complexidade estatistica que realga informacoes de séries temporais que

outrora nao eram quantificadas pelas medidas de entropia de permutacao.

ENTROPIA = H

C = H xD = COMPLEXIDADE

GRANDEZA FiSICA

DESEQUILIBRIO = D

GAS IDEAL
>

GRAU DE ORDENAGCAO

Figura 2.1: Imagem que descreve o comportamento esperado para a entropia H, desequi-
librio D e complexidade C' = HD de um sistema. Cada uma dessas medidas sao fungoes
do grau de ordenagao do sistema. FKEssa definicao ilustra ambos os extremos: o cristal
perfeito e o gas ideal. Imagem extraida da referéncia [13].

No contexto da abordagem de Bandt e Pompe, a complexidade estatistica de Lopez-

Ruiz pode ser expressa como

1Pl = HIPIDIPL = ~Co [Sptmtogptm)| [ (om - 1) |- )

i=1 i=1
na qual Cy é uma constante de normaliza¢ao, H[P] é a entropia normalizada e D[P] é a
distancia euclidiana entre a distribui¢do de probabilidade do sistema P = {p(7;)}i=1.2,..a
e a distribuigao uniforme U = {1/d'}ic12._ a1
Essa medida de complexidade satisfaz os dois casos extremos, isto é, para o cristal
perfeito o desequilibrio D serd grande por conta da sua simetria (presenga de um estado
privilegiado), mas sua entropia baixa acarreta em C' — 0. Para o gas ideal, por sua

vez, terlamos H grande e o desequilibrio D — 0, acarretando também em C' — 0. Mais
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adiante iremos considerar outra definicdo para o desequilibrio D.

Antes de prosseguirmos, é importante realgar o fato de que a medida de complexidade
proposta por Lopez-Ruiz et al. ndo é uma funcao univoca da entropia. Isso acontece
porque diferentes distribui¢oes de probabilidade podem levar ao mesmo valor de entropia
e, ao mesmo tempo, diferentes valores de desequilibrio D, ao passo que se obtém um
intervalo de valores para a complexidade C' ao fixar o valor de H.

A titulo de exemplo, iremos considerar a distribui¢gdo de probabilidade P = {p,q,1 —

(p+q)}, comp>0,¢g>0ep+q<1,de modo que a entropia é

S = —plogyp — qlogy g — [1 — (p + q)]log,[1 — (p + ¢)]. (2.2)

O desequilibrio para essa probabilidade fica

D=(p—;>2+(q—;)2+{[1—(p+Q)]—;}2- (2:3)

Por fim, a complexidade para esse caso é dada por

C = (—plogyp — qlogy g — [1 = (p+ ¢)]logy[1 — (p + q)])
(r=3) +(o-3) + (-wra-3) ] eo

Variando os valores de p e ¢, e fazendo um grafico com os valores de complexidade
em funcdo da entropia, podemos verificar que para um dado valor de entropia podem
ocorrer mais de um valor para complexidade. Esse grafico é mostrado na figura 2.2, na

qual podemos concluir que a complexidade ndao é uma funcao univoca da entropia.

2.2 Plano complexidade-entropia

Embora a entropia de permutagao seja uma medida simples e poderosa para caracteri-
zar séries temporais, Rosso et al. [9] perceberam que essa medida nao é capaz de distinguir
processos estocasticos de cadticos. Foi observado, por exemplo, que séries temporais do
movimento browniano fracionario podem apresentar a mesma entropia de séries do mapa
logistico. O diagrama da figura 2.2, o qual é composto pela entropia no eixo horizon-
tal e pela complexidade no eixo vertical, é chamado de plano complexidade-entropia. O
fato descrito nessa figura serviu como motivacao para Rosso et al. usarem os valores de
entropia e complexidade para distinguir sinais cadticos e estocasticos.

De fato, para distinguir esses tipos de séries, eles propuseram o uso de uma represen-
tagdo baseada no trabalho de Lopez-Ruiz et al. [2], na qual duas medidas sdo avaliadas:
a entropia de permutagdo normalizada H e a complexidade estatistica C' associada a

divergéncia de Jensen-Shannon [9].
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Figura 2.2: Grafico dos valores complexidade versus entropia para as expressoes (2.2) e
(2.4) ao variarmos os valores de p e ¢ entre 0 e 1 com passos de tamanho 0,01 respeitando
a condicao de que p+¢q < 1.

De maneira mais especifica, Rosso et al. utilizaram a abordagem de Bandt e Pompe
para extrair a distribuigdo dos padrdes ordinais P = {p(m;)}i=12. a de varias séries
temporais simuladas cuja dindmica era conhecida ser cadtica ou estocastica. Usando

essas distribuicoes, eles calcularam a entropia de permutagdo normalizada

1 d!
H[P] = Tnd ;ZJ(?@) In p(7;), (2.5)
e a complexidade estatistica
H|P|D|P
cip) = 2EPE, (26)
Dy
sendo D[P] o desequilibrio medido pela divergéncia de Jensen-Shannon [9], ou seja,
P+U S[p]  S[U]
D\P| = - — 2.
7] [S < 2 ) 2 2 |7 (27)
o P+U 1/d!
+U _ {p(m) +1/ } | 2.8)
2 2 i=1,2,....,d!
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e Dy uma constante de normalizacao de valor

1(d+1
Dy = —
0 2| dl

In(d!'+1) —Ind! —2In2| . (2.9)

O plano complexidade-entropia foi estimado para diversos tipos de séries temporais,
como mostrado na figura 2.3. Levando em conta a posi¢do que ocupam nesse grafico,
Rosso et al. conseguiram diferenciar séries temporais. Eles ressaltam, por exemplo, que
sistemas cadticos estao localizados proximos a regiao de maxima complexidade. Esse fato
esta relacionado a auséncia de certos padroes ordinais, o que acarreta em um grau maior
de desequilibrio e, portanto, uma maior complexidade. Dessa forma, a complexidade

estatistica quantifica, além da aleatoriedade, esse grau de estruturas existentes na série

temporal.

O Mapa Tenda Inclinada ® Mapa de Schuster

O Mapa de Henon B Ruido-k

A Mapa Logistico A Movimento Browniano Fracionario

Minimos de Rossler Ruido Gaussiano Fracionario
0.5 T T T T T T T
a) o2

i o =
) 0.4 O
'% k=3

’ Lot ’A'*.k: I=
Zoar a=2.8 A%,
" in
Q o ki2
. n
Q0.2
E z=2 ‘o (x=2!
S) : L]
Qoutt
X k=1
ool2o2 o e=teY k=0
0.0 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1.0
Entropia

Figura 2.3: As linhas continuas representam as complexidades minimas C\,;, € maximas
Cmax, € a regido entre esses dois valores delimita o plano complexidade-entropia. Os sim-
bolos nesse grafico indicam a localizagao de diferentes sinais cadticos (os cinco primeiros
da legenda) e estocdsticos (os trés tltimos) nesse plano. Podemos notar, por exemplo,
que no caso de séries estocasticas do ruido-k, embora tenham a mesma entropia de séries
cadticas do mapa logistico, os valores das complexidades sdo completamente diferentes.
Assim, mesmo possuindo a mesma entropia, esses sinais sao facilmente distinguiveis pelo
plano. Figura extraida e adaptada da referéncia [9].

2.3 Generalizacao do plano complexidade-entropia para

entropias monoparamétricas

Apesar de ser aplicado com sucesso para o estudo de diversos sistemas, o plano

complexidade-entropia de Rosso et al. nao se mostra suficiente para distinguir certos
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tipos de séries temporais [7,8]. Motivados por este fato, alguns autores decidiram esten-
der o plano complexidade-entropia considerando as entropias monoparamétricas de Tsallis

e de Rényi. Nessa secao iremos apresentar tais generalizacoes.

2.3.1 Curvas g-complexidade-entropia de Tsallis

Ribeiro et al. [7] propdem substituir a equagao da entropia de Shannon normalizada
1.2) e da complexidade estatistica (2.6) por generalizagoes monoparamétricas baseadas
g ¢

na entropia g de Tsallis. A entropia, portanto, serd dada pela equacao (1.6) normalizada,

isto é
Sq(P)
H,(P) ="
Q( ) Sq(U)a
enquanto a complexidade sera
D,(P,U)H,(P
Co(P) = ol P U Ho(P) (2.10)
D;
com o desequilibrio generalizado sendo
1 P+U 1 P+U
D(PU) = 5Ky (Pl ) + 5K, (U= ). (2.11)

na qual K,(P,R) = — Y. p;In,r;/p; ¢ a generalizagao da divergéncia de Kullback-Leibler

no contexto da entropia de Tsallis [5]. Explicitamente, podemos escrever

1/d' ld‘1 pi+1/d!

Dy( ——72 Zal W (2.12)

7

com

D = max Dy(P,U),
22790 — (1 +d)' 7 —dl(1+1/d)9 —d! + 1
(1 —q)2%—ad! ’

*

sendo a constante de normalizacao.

As medidas H, e C, sdo generalizacoes normalizadas da entropia e da complexidade
utilizadas por Rosso et al. Como os valores de complexidade e entropia dependem do
pardmetro ¢, os valores {H,, C,} representam uma curva parametrizada pelos valores de
q. Além disso, no limite de ¢ — 1, recuperamos o plano complexidade-entropia usual.

4, Seja r o nimero de

Para uma dada distribuicdo de probabilidade P = {p;(7;)};=1...a
componentes diferentes de zero de P (ou seja, o niimero de permutacoes 7; que realmente

ocorrem na série temporal) e v = g,_ (isto é, a fracdo de permutagoes dentre todas

d! possiveis). Assim, Ribeiro et al. enumeram e demonstram as seguintes propriedades
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dessas curvas de complexidade-entropia:
(i) Ser =1, entao H, = 0 e Cy(P) = 0 para qualquer ¢ > 0.
(ii) H,(P) = v e Cy(P) — v(1 — ) quando ¢ — 0.
(iii) » > 1, entdo H,(P) — 1 e Cy(P) — 1 — v quando g — oo.
Essas propriedades gerais de H,(P) e C,(P) tém as seguintes consequéncias:

1. A curva ¢ de complexidade-entropia de uma série temporal que s6 tem uma permu-

tacao m; (isto é, r = 1) se colapsa no ponto (0,0).

2. Para uma série temporal que possui todas as possiveis permutacoes 7; (isto é, r = d!
e v = 1), a curva ¢ de complexidade-entropia é uma curva fechada que comega no

ponto (1,0) para ¢ = 0% e termina no mesmo ponto para g — 0.

3. Para uma série temporal que nao possui todas as permutacoes m;, a curva g de
complexidade-entropia comega no ponto (vy,y(1 — 7)) para ¢ = 0% e termina no
ponto (1,1 —+) para ¢ — 0o. O ntimero de permutagoes r que realmente acontecem

pode ser obtido por v viar = (d! — 1)y + 1, no qual 0 < v < 1.

Ribeiro et al. comentam que séries temporais estocéasticas sao geralmente caracteriza-
das por curvas fechadas no plano complexidade-entropia, enquanto que séries cadticas tém
curvas abertas (em especial para grandes valores da embedding dimension). Essa ultima
caracteristica estd relacionada a existéncia de padroes ordinais proibidos na dinamica caé-
tica [7]. Além disso, os mesmos autores evidenciam que quanto menor a autocorrelagao
da série, menor sera a area formada por sua curva no plano complexidade-entropia. Em
outros termos, quanto mais aleatéria for a série, menor serd essa area. Isso faz sentido
porque ao passo que a aleatoriedade da série aumenta (o caso méximo é quando a distribui-
¢ao apresenta uma probabilidade uniforme), o desequilibrio diminui e consequentemente
a complexidade também.

A figura 2.4 mostra a dependéncia da entropia e complexidade para com o pardmetro
q, comegando de (H,,C,) para ¢ = 0T e fazendo ¢ — oo para virias séries temporais

cadticas (as primeiras duas linhas) e estocésticas (as duas tltimas linhas).
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Figura 2.4: Cada painel mostra curvas g¢-complexidade-entropia para mapas caoti-
cos ou processos estocasticos, com o parametro embedding dimension tomando valores
d = 3,4,5,6. Os marcadores estrela e circulo aberto representam pontos nos quais ¢ = 0
e ¢ — 00, respectivamente. Figura extraida e adaptada de [7].

2.3.2 Curvas a-complexidade-entropia de Rényi

Além da generalizagao anterior, Jauregui et al. [8] propdem substituir a entropia usual
de Shannon normalizada pela entropia a de Rényi. Essa medida é dada pela equacao

(1.8), ou seja,

Ho(P) = o+ (2.13)

enquanto a complexidade é

Co(P) = ———, (2.14)
sendo
pi+1/d ¢ d1 (pit1/d\Te

1 d! N

i=1
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1
D = In
2(a—1)

(2.16)

(d+1)r4dl—1(d+1\""
dl Ad!

A quantidade D, é a divergéncia de Jensen-Shannon generalizada. No contexto da

entropia de Rényi, essa medida pode ser entendida como uma distancia entre a distribuigao

de probabilidade P e a distribuicao uniforme U.

Em contraste com as curvas g-complexidade-entropia, as curvas de Rényi nunca sao

fechadas. Jauregui et al. enunciam e demonstram as seguintes propriedades dessas curvas:

(i)

(i)

(iii)

Se apenas uma permutacao ocorrer, a curva a-complexidade-entropia se reduz a um

tnico ponto (0,0). Um exemplo é se a série temporal for estritamente mondtona.

Se todas as permutagoes permitidas ocorrerem, entao a curva a-complexidade-
entropia comega no ponto (1,0), correspondente a o — 0", e termina no ponto
(hg,cyp) correspondente a o« — o0o. O ponto final (hy, cy) nos dé o valor da compo-

nente minima p,, da distribuicao de probabilidade por meio da relagao

Cdpy (A1
Cdlpy+ 1\ 4d!

Prm d

Caso ocorram r permutagoes, com 1 < r < d!, entdo a curva Rényi de complexidade-
entropia comega no ponto (h;,¢;) e termina no ponto (hs,cy). O valor de r é obtido
pela coordenada inicial da entropia, h;, por meio da relacdo r = (d!)". Do ponto
final, obtemos o valor maximo da componente p,; da distribuicao de probabilidade
usando py; = (d!)~"s. Nesse caso, o valor da componente minima de p é, portanto,

Zero.

Como consequéncia da propriedade (iii), quando as r permutagbes tiverem a mesma

probabilidade, isto é, 1/r, teremos py; = 1/r e, de r = (d!)" ficamos com py; = (d!)~",

obtendo hy = h; = Inr/Ind!. Dessa forma, a curva a-complexidade-entropia de Rényi é

uma linha vertical. A complexidade, nesse caso, ainda depende de «. Essa situagao surge

para o caso no qual a série temporal exibe um padrao periddico.

A figura 2.5 mostra a forma das curvas a-complexidade-entropia para os mapas caoti-

cos em completo caos, variando-se o parametro .. Para cada mapa os autores escolheram

o pardmetro embedding dimension d € {3,4,5,6}.
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Baseando-se no fato de apresentarem curvas ¢-complexidade-entropia abertas ou fe-
chadas, Ribeiro et al. verificaram que essa caracteristica pode ser 1til na distin¢do entre
séries temporais caodticas e estocasticas. No caso de séries temporais estocésticas, devido
ao fato de nao existir padroes ordinais proibidos em sua dinamica, as curvas sao fechadas
e o valor da &area limitada pela curva esta diretamente relacionada a aleatoriedade do
processo gerador.

Sendo assim, com relacdo ao plano complexidade-entropia de Tsallis, para processos
estocasticos a area da curva no plano complexidade-entropia é um potencial quantificador
da aleatoriedade do sistema. No que tange aos processos cadticos nos quais as curvas
formadas nao sao fechadas, iremos quantificar o papel do embedding delay através do
comprimento da curva. Da mesma forma, no caso das curvas a-complexidade-entropia de
Rényi, nas quais as curvas nunca sao fechadas, serd avaliado o comprimento da curva. A
ideia é que mesmo nos casos em que o processo gerador da série seja pouco aleatério ou
exista certo padrao em seus valores consecutivos, ao variarmos o embedding delay, seremos
capazes de capturar pontos que tem pouca ou quase nenhuma relagao, aumentando ainda
mais a aleatoriedade da série, e portanto diminuindo a area ou o comprimento das curvas
no plano complexidade-entropia.

Jauregui et al. também utilizaram curvas de complexidade-entropia para distinguir
séries temporais, mas com a entropia paramétrica o de Rényi. Essas curvas, como ja
foi citado, nunca sao fechadas. Eles mostram que essas curvas permitem a diferencia-
¢ao entre séries temporais cadticas, estocasticas e de natureza periédica. Em particular,
séries temporais de natureza estocastica sao associadas a curvas que exibem uma cur-
vatura positiva na vizinhanca de seus pontos iniciais, ao passo que curvas relacionadas
a fendmenos cadticos tém uma curvatura negativa. Eles estudam isso a partir do sinal
das derivadas dC,/dH, para os gréificos da figura 2.5. Por fim, eles mostram que séries
temporais peridédicas sao representadas por linhas retas verticais, como visto pelo gréafico
da figura 2.6.

Assim para cada curva realizada pela variagdo dos parametros ¢ (para a entropia de
Tsallis) e a (para a entropia de Rényi), ao invés de variarmos o embedding dimension
como ambos os trabalhos fizeram, iremos variar o embedding delay a fim de capturarmos

o papel desse parametro nas curvas complexidade-entropia de algumas séries temporais.

22



Capitulo 3

Analise das curvas
complexidade-entropia via

embedding delay

3.1 Familia de curvas complexidade-entropia

Como ja foi visto, no contexto da entropia de permutacao, uma série de n elementos

{x17 X2,y ..ny ITL} - {xt}t:1,2,..‘,n7

produz n — (d — 1)7 parti¢bes representadas por

(5‘) = {xsf(dfl)ﬂ Ts—(d—2)7s ++y Ls—1, ‘IS}'

O parametro embedding delay acessa diferentes escalas temporais das séries temporais
porque ele nos permite selecionar elementos nao consecutivos da série, isto é, para cada
valor de 7 podemos imaginar que uma nova série é construida a partir dos elementos
espacados por 7 unidades de tempo da série original. De forma mais especifica, isso
significa que para uma mesma série, a variacao desse parametro produz uma familia de
curvas no plano complexidade-entropia. No caso do plano g-complexidade-entropia, por
exemplo, cada valor de 7 produz uma curva (H,, C,) diferente.

No contexto das curvas complexidade-entropia, para estudar quantitativamente a in-
fluéncia desse parametro no comportamento de séries temporais, iremos obter medidas de

comprimento (no caso de curvas abertas) e drea (no caso de curvas fechadas).
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3.2 Sinal periédico com ruido gaussiano

Acessar a dinamica temporal das séries pode ser 1til, por exemplo, para encontrar
um possivel periodo de séries estocasticas. A ideia é que ao variar o embedding delay, se
o valor desse parametro coincidir com o periodo da série, a dindmica da série temporal
sera essencialmente a de um ruido branco e, assim, os valores das entropias aumentam
e os da complexidade diminuem. Desse modo, as curvas g-complexidade-entropia devem
apresentar uma area minima, enquanto as curvas a-complexidade-entropia devem apre-
sentar um comprimento minimo. Essa ideia também pode ser valida para séries temporais
mais complexas que apresentem um carater oscilatério. Nesses casos, analisando as cur-
vas complexidade-entropia com um conjunto de valores para o embedding delay, podemos
induzir que a série tem um comportamento periédico quando a area dessas curvas (no
caso de Tsallis) ou o comprimento (no caso de Rényi) apresentem um comportamento
oscilatério em funcao do embedding delay.

Para investigar essa possibilidade de maneira empirica, utilizamos uma série temporal
composta pelos valores da funcdo seno somada a um niumero aleatorio gaussiano £ de

média nula e desvio padrao o, conforme ilustra a figura 3.1 para ¢ = 0 (a esquerda) e

o =0,75 (a direita).
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1.0/ ol
0.5 1
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+ +
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

t t

Figura 3.1: Sinal periddico na forma sen(2%) com perfodo 7' = 20 adicionado um ruido

gaussiano de média nula e desvio padrao o (como indicado no grafico).

A figura 3.2 mostra exemplos de curvas g-complexidade-entropia para esse tipo de sinal
periédico com T = 20, ¢ = 0,75, d = 3 e diferentes valores para o embedding delay 7.
Notamos que a area com 7 = 20 é muito menor do que as areas para outros valores de 7,
confirmando nossa hipotese inicial. Para estudar o comportamento da area A em fungao
de 7 de modo mais sistematico, construimos um conjunto de curvas g-complexidade-
entropia para 7 € {1,2,...,20}, estimando a area para cada curva. A figura 3.3(a) mostra

o comportamento da area em funcao do embedding delay T.
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Observamos que existem muitos valores de 7 para os quais a area é aproximadamente
nula, nao apenas quando o valor de 7 é um multiplo inteiro do periodo da série. Entretanto,
a variacao dos valores de area ¢ muito menor ao redor dos valores de 7 que sao multiplos
inteiros do periodo da série. A figura 3.3(b) mostra a derivada do inverso da area com
relacdo ao embedding delay, na qual observamos picos bem definidos quando 7 é um
multiplo do periodo T' da série temporal. Sendo assim, uma analise como essa seria capaz
de encontrar o periodo de um sinal ruidoso periodico.

Realizamos uma analise similar para as curvas a-complexidade-entropia. Em particu-
lar, a figura 3.4 mostra essas curvas para diferentes valores de 7. Observamos que para
7 = 20 o comprimento da curva é muito menor do que o observado para os demais casos.
Para estudar o comportamento dessas curvas em funcao de 7, calculamos os seus compri-
mentos para um conjunto de valores de 7, conforme mostra a figura 3.5(a). Calculamos
também a derivada do inverso do comprimento com relagdo a 7, como mostra a figura
3.5(b). Nessa figura, observamos que essa derivada apresenta picos bem definidos para
valores de 7 que sao multiplos do periodo 7' da série temporal. Desse modo, analisando
essa caracteristica das curvas a-complexidade-entropia também podemos inferir o periodo

da série temporal.

| | | | | |
— 1=4
— =12
0.025 — =15
~ — 1=20
O 0.020} .
g
®
< 0015 i
X
Q@
o
£ 0.010 ~
o
O
0.005 -1
0.980 0.985 0.990 0.995 1.000 1.005

Entropia, H,

Figura 3.2: Curvas g-complexidade-entropia de um sinal periddico ruidoso (o = 0,75 e
T = 20) para diferentes valores do embedding delay T, conforme indicado no gréfico.
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Figura 3.3: (a) Valor da drea A das curvas g-complexidade-entropia em fungao do em-
bedding delay T para um sinal periédico com ruido gaussiano (o = 0,75 e T = 20). (b)
Moédulo da derivada do inverso da area em funcao de 7. Notamos que existem picos con-
secutivos quando os valores de 7 coincidem com multiplos do periodo T da série temporal
(indicados por linhas verticais tracejadas).
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Figura 3.4: Curvas a-complexidade-entropia de um sinal periédico ruidoso (o = 0,75 e
T = 20) para diferentes valores do embedding delay T, conforme indicado no gréfico.
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Figura 3.5: (a) Valor do comprimento [ das curvas a-complexidade-entropia em fungao do
embedding delay T para um sinal peridédico com ruido gaussiano. (b) Mddulo da derivada
do inverso do comprimento em funcdo de 7. Notamos que existem picos consecutivos
quando os valores de T coincidem com miltiplos do periodo T da série temporal (indicado
por linhas verticais tracejadas).

3.3 Ruido harmonico

Para uma série temporal periédica simples como a estudada na se¢ao anterior, observa-
mos que as derivadas do inverso da drea (no caso de Tsallis) e do inverso do comprimento
(no caso de Rényi) em fun¢do de 7 podem identificar o periodo dessas séries. Seria in-
teressante, entretanto, se essa analise também revelasse o periodo de séries temporais
mais complexas de natureza periddica. E nesse sentido que estudamos o rufdo harmo-
nico (Apéndice A.1.2). Um exemplo dessa série temporal é mostrado na figura 3.6. Essa
série tem um periodo igual a /5, embora sua identificacdo visual seja mais complicada

analisando apenas a figura 3.6.

40 T T T T

30 - 1

_10 =

Ruido Harménico (1)
o

—30 —

1000 2000 3000 4000 5000

Figura 3.6: Ruido harménico (Apéndice A.1.2) com periodo 7/5.

Com relagao as curvas complexidade-entropia de Tsallis para o ruido harmonico, pode-

se notar pela figura 3.7, que para 7 = 10007/5 e 7 = 20007 /5, multiplos do periodo da
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série temporal, as areas formadas nesse plano também diminuem.

Os valores das areas dos graficos em funcao do embedding delay se encontram na figura
3.8(a). Novamente, a primeira vista, existem diversos valores do pardmetro 7 que resultam
na area ser aproximadamente nula, ndo somente quando o parametro 7 coincide com um
multiplo do periodo. Porém, ao calcularmos a derivada da area a fim de ressaltarmos
bruscas variagoes, notamos picos de variacdes bruscas nos valores em que o parametro
coincide com um multiplo do periodo da série, como mostra a figura 3.8(b). Diferente dos
mesmos graficos para o sinal periédico com ruido, o caso do ruido harménico apresenta um
decaimento caracteristico ao processo que gera essa série temporal. Esse grafico, portanto,
também pode nos fornecer o valor do periodo da funcao a ser analisada, basta estimar os
valores consecutivos nos quais a derivada da area em relacdo ao embedding delay possui
as variagoes mais bruscas.

A mesma anadlise foi realizada para as curvas complexidade-entropia de Rényi, mos-
trado na figura 3.9. Observamos, novamente, que quando o embedding delay assume
valores proximos a multiplos inteiros do periodo da série temporal, os comprimentos das
curvas diminuem.

A figura 3.10(a) mostra o comprimento dessas curvas em funcao do embedding delay.
Nesse caso podemos notar que quando o valor de 7 é um miltiplo do periodo da série,
o valor do comprimento da curva sofre uma brusca variagdo. Para realcar esse compor-
tamento, a figura 3.10(b) mostra o médulo da derivada do comprimento em relagdo ao
embedding delay, na qual observamos picos no valor da derivada quando 7 é um multiplo
inteiro do periodo da série. Sendo assim, também é possivel encontrar o periodo da série

a partir de uma analise como essa.
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Figura 3.7: Curvas complexidade-entropia de Tsallis para o ruido harmoénico com periodo
7/5 para diferentes valores do embedding delay T, como indicado no grafico. Notamos que
a area tende a diminuir quando 7 se aproxima de multiplos do periodo da série.
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Figura 3.8: (a) Valor da drea da curva g-complexidade-entropia em fungao do embedding
delay para o ruido harménico com periodo 7/5. (b) Mddulo da derivada da area em
funcao de 7. Podemos notar que hé variagoes bruscas consecutivas quando 7 coincide
com multiplos do periodo da série. Além disso, observamos um decaimento nos valores
da area de sua derivada com o aumento de 7.
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Figura 3.9: Curvas a-complexidade-entropia para o ruido harménico com periodo /5
para diferentes valores do embedding delay (indicado no grafico).
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Figura 3.10: (a) Valor do comprimento da curva a-complexidade-entropia em fungao
do embedding delay para o ruido harménico com periodo 7/5. (b) Mddulo da derivada
do comprimento em funcdo de 7. Podemos notar que ha variagoes bruscas consecuti-
vas quando 7 coincide com multiplos do periodo da série. Além disso, observamos um
decaimento nos valores do comprimento de sua derivada com o aumento de 7.

3.4 Séries cadticas

Nessa se¢ao, apresentamos alguns resultados das curvas complexidade-entropia para
séries temporais de natureza cadtica. Para isso, geramos séries temporais de 8 mapas cad-
ticos com parametros escolhidos de modo que todos eles estivessem operando no regime de

caos completo. Esses mapas sao o logistico, o de Burgers, o ctibico, o de Gingerbreadman,
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o de Hénon, o de Ricker, o do seno e o de Tinkerbell. As defini¢oes de acada um, bem
como os parametros que utilizamos para gerar as séries temporais sao apresentadas no
Apéndice A.2.

Iniciamos pelo calculo das curvas ¢g-complexidade-entropia para cada um dos 8 mapas
para alguns valores do embedding delay T, conforme mostra a figura 3.11. Observamos
que a maioria dos mapas apresenta uma curva fechada para essa embedding dimension
d = 3. Apenas o mapa logistico e o mapa de Ricker sdo descritos por curvas abertas. Com
relacao ao aumento do embedding delay T, notamos que a maioria das curvas diminuem de
comprimento ou até colapsam praticamente em um ponto (como no mapa logistico). Na
tentativa de compreender melhor esse comportamento, estudamos como o comprimento
das curvas g-complexidade-entropia varia ao aumentarmos o valor de 7, conforme mostra a
figura 3.12. Nessa figura observamos uma tendéncia geral de diminui¢ao do comprimento
com 7, ainda que algumas flutuagoes considerédveis surjam para alguns mapas (por exem-
plo, no caso do mapa Gingerbreadman). Nenhum comportamento periédico é observado

nessas curvas, uma vez que as séries temporais sao de origem completamente cadticas.
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Figura 3.11: Curvas g-complexidade-entropia para séries temporais caoticas. Cada pai-
nel mostra as curvas correspondentes aos valores de 7 € {1,2,...,10}, com embedding
dimension d = 3.
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Figura 3.12: Valor do comprimento das curvas g-complexidade-entropia para séries tem-
porais cadticas. Cada painel mostra o comprimento das curvas resultantes em funcao de
7€ {1,2,...,10} para d = 3.

J& no céalculo das curvas a-complexidade-entropia, utilizamos alguns valores do em-
bedding delay T para cada um dos 8 mapas, conforme mostra a figura 3.13. Nesse plano
todos dos mapas apresentam curvas abertas. Da mesma forma que anteriormente, com
relacdo ao aumento do embedding delay, notamos que a maioria das curvas diminuem de
comprimento ou até colapsam praticamente em um ponto (como no mapa logistico). Para
compreender esse processo mais quantitativamente, calculamos como o comprimento das
curvas a-complexidade-entropia varia ao aumentarmos o valor de 7, conforme mostra a
figura 3.14. Nessa figura observamos uma tendéncia geral de diminui¢do do comprimento
com 7, ainda que algumas flutuagoes (parecidas com o caso do plano g-complexidade-
entropia) consideraveis surjam para alguns mapas (por exemplo, no caso do mapa Gin-
gerbreadman). Novamente, nenhum comportamento periédico é observado nessas curvas,

uma vez que as séries temporais sao de origem completamente cadticas.
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Figura 3.13: Curvas a-complexidade-entropia para séries temporais cadticas. Cada pai-
nel mostra as curvas correspondentes aos valores de 7 € {1,2,...,10}, com embedding
dimension d = 3.
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Figura 3.14: Valor do comprimento das curvas a-complexidade-entropia para séries tem-
porais cadticas. Cada painel mostra o comprimento das curvas resultantes em funcao de
T para d = 3.
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Conclusoes

Esse trabalho apresentou uma generalizagao da abordagem das curvas de complexidade-
entropia por meio do parametro embedding delay. O estudo foi realizado com base na
entropia de Shannon, medida essa que nos permite calcular a quantidade de informacao
contida em um sistema. No entanto, esse conceito por si s6 nao se mostra suficiente para
descrever o grau de estrutura presente nos sistemas. Vimos que aliada ao conceito de entro-
pia, a ideia de complexidade definida para quantificar a estrutura do sistema nos permite
uma melhor descricao do mesmo. Com o intuito de facilitar o calculo da complexidade
foi utilizado o método de Bandt Pompe, uma abordagem simples e computacionalmente
rapida para qualquer série temporal. Além disso, vimos que usando essas medidas pode-
mos criar curvas complexidade-entropia que podem ser 1til no estudo de séries temporais.
Entretanto, para realcar melhor as caracteristicas entropicas dos sistemas, o estudo foi
realizado a partir de duas defini¢oes, que sao generalizagoes da entropia de Shannon: as
entropias monoparamétricas g de Tsallis e a de Rényi. Com essas generaliza¢Oes criamos
curvas g-complexidade-entropia e a-complexidade-entropia que sao tteis no estudo e na
caracterizagao de séries temporais. Nesse contexto, usamos o parametro embedding delay
que é capaz de acessar a dinamica temporal dessas séries e notamos que variacao desse
parametro cria uma familia de curvas complexidade-entropia. A andlise dessa familia de
curvas, por sua vez, evidencia o papel desse pardmetro nas séries temporais. No caso
da série temporal periédica com ruido gaussiano, por exemplo, observamos que quando
esse parametro coincide com o periodo da série, as curvas fechadas formadas no plano
g-complexidade-entropia se colapsam a uma pequena area. Observamos que isso poderia
ser util para encontrar o periodo de outras séries temporais estocasticas que tenham natu-
reza periddica. Estudamos entao a variacao desse parametro no caso do ruido harmonico
e notamos que a area da curva diminui quando o embedding delay coincide com o periodo
da série. Ja para o caso de séries temporais cadticas, mostramos que ha uma tendéncia de
diminuicao da area e comprimento das curvas ao aumentarmos o valor do embedding delay
para ambas as familias de curvas. Isso condiz com o fato de que elementos mais espagados
dessas séries temporais possuem menos correlagao, causando um aumento na entropia e
uma diminuicdo na complexidade, diminuindo assim o comprimento e area das curvas.
Pretendemos explorar essa familia de curvas complexidade-entropia para estudar outras

séries temporais sintéticas e também séries empiricas. Acreditamos que essa familia de
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curvas pode ser 1til para o processo de classificacao de séries temporais, podendo inclusive
melhorar a performance dessas classificagoes, uma vez que os valores 7 produzem mais

informagoes sobre a dinamica das séries temporais.
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Apéndice A - Séries Temporais

A.1 Séries temporais estocasticas

A.1.1 Sinal periédico com ruido

Definimos um sinal periédico com ruido usando

.2t
f(t) = Sm(T) + &, (A1)
na qual ¢ é um ntimero aleatério gaussiano de média nula, desvio padrao o e T' é o periodo

da série.

A.1.2 Ruido harmonico

O ruido harménico [14] é um processo estocéstico definido pelo seguinte sistema de
equacgoes de Langevin:
y=s,
§=—Ts — Q%+ V2eQ%(t),
na qual Q é a frequéncia de oscilagdo, I' e € sdo constantes positivas e £(t) é o ruido
Gaussiano com média zero (isto é, ({(t)) = 0) sem correlacao ({(£)E(t)) = o(t — t/).

Trata-se da equagao de movimento de um oscilador harmoénico amortecido e forcado por

(A.2)

uma forca aleatéria, sendo

2
T=—— (A.3)
02— (I'/2)?
o periodo de oscilagdo. Para produzir séries temporais a partir do ruido harmonico integra-
se o sistema de equagoes (A.2) usando o método de Euler. O tamanho dos passos usado
foi dt = 0,01, com tempo méaximo de integracao de 300 unidades e valores de I' = 0, 01,

Q2 =10ee=0,1, os quais produzem um periodo 7" = 7/5.
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A.2 Séries Temporais Cadticas

A.2.1 Mapa logistico

O mapa de logistico é definido como [15], [7]
Tpy1 = arp(l — xp), (A.4)

em que a ¢ um parametro do mapa e os valores de x sao obtidos iterando essa equacao
a partir de uma condi¢ao inicial zy. Em nossas analises usamos o = 0,1 e a = 4, sendo

essa ultima condicao usada para gerar séries temporais no regime completamente cadético.

A.2.2 Mapa de Burgers

O mapa de Burgers é definido como [15], [7]

_ 2
Tpt1 = ATk — Y,

(A5)
Y1 = byr + Ty

O mapa é bidimensional e, por isso, a série temporal analisada é (xj, +y)?. Os valores
de z e y, sao obtidos pelas condigoes iniciais zop = —0,1 e yo = 0, 1, respectivamente.
As constantes a e b sdo parametros do mapa e em nossas analises usamos a = 0,75 e
b=1,75.

A.2.3 Mapa cibico

O mapa ctbico é definido como [15], [7]
Ty = azg(l — x3), (A.6)

em que a ¢ um parametro do mapa e os valores de xp sao obtidos iterando essa equacao

a partir de uma condicao inicial 5. Em nossas andlises usamos o = 0,1 e a = 3.

A.2.4 Mapa Gingerbreadman

O mapa Gingerbreadman é definido como [15], [7]

The1 = 1 —yp + |zk),

(A7)

Yk+1 = Tk

O mapa ¢é bidimensional e, por isso, a série temporal analisada é (zy +yx)?. Os valores

de x e y, sao obtidos pelas condigoes iniciais o = 0,5 e yo = 3,7, respectivamente.
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A.2.5 Mapa de Hénon

O mapa de Hénon é definido como [15], [7]

_ 2
Ty = 1 — axg + yg,

Yp+1 = bxy.

(A.8)

O mapa ¢é bidimensional e, por isso, a série temporal analisada é (z; + yx)?. Os valores
de x e y, sdo obtidos pelas condigbes iniciais xg = 0 e yo = 0,9, respectivamente. As

constantes a e b sao parametros do mapa e em nossas analises usamos a = 1,4 e b =0, 3.

A.2.6 Mapa de Ricker

O mapa de Ricker é definido como [15], [7]
Tpy1 = axpe” "k, (A.9)

em que a ¢ um parametro do mapa e os valores de x sao obtidos iterando essa equacao

a partir de uma condigao inicial x3. Em nossas andlises usamos o = 0,1 e a = 20.

A.2.7 Mapa seno

O mapa Seno é definido como [15], [7]
Tpyp1 = asin(mway), (A.10)

em que a ¢ um parametro do mapa e os valores de x; sdo obtidos iterando essa equagao

a partir de uma condicao inicial 5. Em nossas andlises usamos xo = 0,1 e a =0, 1.

A.2.8 Mapa Tinkerbell

O mapa de Tinkerbell é definido como [15], [7]

Tkl :xi—yﬁ—i-aack—l—byk, (A11)
Ykl = 2TpYr + cTp + dyp.

O mapa ¢é bidimensional e, por isso, a série temporal analisada é (z; + yx)?. Os valores
de xi e y, sdo obtidos pelas condigoes iniciais xg = —0,1 e yo = 0,1, respectivamente.
As constantes a, b, ¢ e d sdo parametros do mapa e em nossas analises usamos a = 0, 1,
b=-0,6,c=2,0ed=0,5.
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